8. cviceni - reSeni

2
Piiklad 1 (a) A = ( . (1,-6,3)7, 2% = (-2,0,7)7
e _9 9 7 —2,2,7)-(1,-6,3) —2-14+2-(=6)+7-3
1= = —
3 (3,9,1)-(1,-6,3) 3-14+9-(—6)+1-3
—2-12+21
3-54+3 ) —48

qu_<—2 2 7) _02 o (_27277)‘(_27077) _(4+0+49>_<53>
2T 3 9 1 . B (3,9,1)-(=2,0,7) “\-6+0+7) \1

Piiklad 1 (b) A= | 1 7,41 = (1,007, 2% = (2,-2)T

1 (1,0) - (1,0) 1
Az = | 1 (;) “ |l wn-ao | =|1
—3 2 (_3’2) : (170) -3
1 0 (170) ’ (27 _2) 2 2
Ady = | 1 (_22) “lan-@-2 |=]2-14|=]-12
-3 2 (=3,2) - (2,-2) —6—4 —-10
Piiklad 1 (c) A (2 8 3 0) L= (1,-3,1,2)T, 4% = (1,0,9,3)T

Azi=(2 8 3 0) 3 = (248 (-3)+3) =-19

- (2+0+3-9+0)=29

w © O =
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1 0 -1
Pf‘iklad 1 (d) A = 2 =2 0 737_1 - (17073)T7 _é = (17 _277)T

3 4 5
1 0 -1 1 (1707_1)' (17073) 1—3 -9
A _i =12 -2 0 0] = (2’ _270) ’ (]—voa 3) = 2 = 2
3 4 5 3 (3,4,5) - (1,0, 3) 3+ 15 18
1 0 -1\ /(1 (1,0,-1)-(1,-2,7) 1-7 -6
Ay =12 —2 0 -2 =1(2,-2,0-(1,-2,7) | = 2+4 =16
3 4 5 7 (3,4,5) - (1,-2,7) 3—-8+35 30

Piiklad 2(a) L:R3 = R% L(x,y,2) = (z + 2,y — 2)
Uvazme (z,y, 2), (0, p,q) € R? a a € R. Pak plati

L((z,y,z)+ (0,p,q)) =L(z4+o0,y+p,z+q)=@+o+z+qy+p—2—q) =
=(x+z,y—2) +(0+q,p—q)=L(z,y,z) + L(o,p, q)

L(a- (z,y,2)) = L((ax,ay,az)) = (ax + az,ay — az) = a(x + z,y — z) = a - L(z,y, 2)

Dostavame, ze L je linearni zobrazeni.Uréeme jeho jadro. Rovnost L(x,y, z) = (0,0) dava nasledujici
soustavu.

r+2z=0
y—z=
r=—z
z

Z toho plyne, ze Ker L = {(—z,2,2): z € R} = ling{(—-1,1,1)}.

Dostavame, ze dimKer L = 1. Zaroven vime, ze dimR? = 3. Z Vét 10.3 plyne, Ze dimIm L = 2.
Jelikoz dimenze R? je té% 2, tak z toho plyne, ze Im L = R2.

Dostavame, ze Im L = ling{(—1,0), (-1, —1)} = R?

Naleznéme matici A, ktera odpovida zobrazeni L. Jelikoz L: R? — R?, tak musi byt reprezentovano
matici typu 3 x 2. UvaZzme matici

a b c
A=
d e f
Plati
a b c v
(r+2y—2)=Lx,y,z) = A (2,y,2)" = i e ) l? = (az + by + cz,dx + ey + [2)
e

z
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Dostavame, ze a = 1,6 =0,c=1,d=0,e =1, f = —1, tedy

1 0 1
A =
<0 1 —1)

Piiklad 2(b) L : R* — R3, L(x1, 22,23, 24) = (221 + 22 + 323,71 — 322 + T4, 711 — 224)
Podobné jako v 2 (a) zjistime, Ze L je linearni zobrazeni. Urc¢eme jadro a obraz.
L(z,y, z,q) = 0 dava soustavu

20 +y+32=0

r—3y+q=0
Tr—2y=20
Pomoci matice ziskdme:
2 1 3 0 2 1 3 0 0o 7 3 =2
1 -301|~1]1 -3 0 1 1|~1]1 -3 0 1
7 =2 0 0 0 19 0 -7 0o 19 0 -7

Vidime, Ze feSenim soustavy je: ¢ = 19a,y = 7a,z = 3y — ¢ = a(21 — 19) = 2a,z = %(2(] —Ty) =
438 —49) = —H% proa e R.

Ker L = {(a-(2,7,—%,19),a € R} = ling{(6,21,—11,57)}

Vidime, 7e dimKer L = 1. Z Véty10.3 dostavame, Ze dimImV = 3. Tedy Im L = R3. Jiny zptsob,
jak zjistit Im L (nebo pokud vyjde mensi dimenze,nez dimenze, kam zobrazujeme): zobrazit bazi prostoru,

ze kterého zobrazujeme.
Baze prostoru R* je (1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1).

L(1,0,0,0) = (2,1,7)
L(0,1,0,0) = (1,—3,0)

L(0,0,1,0) = (3,0,0)

L(0,0,0,1) = (0,1, —2)
Im L = ling{(2,17), (1,-3,0), (3,0,0), (0,1,-2)} = R3.
Fakt Im L = R3 plyne z Véty 10.2.

Priklad 2(c) L :R? — R3, L(z,y, 2) = (2® + y,y* + 2,0)
Nejde o linearni zobrazeni, neb L(2-(z,y, 2)) = L(2z, 2y, 22) = (422 + 2y, 4y*> + 22,0), coZ obecné neni
rovno vyrazu 2L(x,y,2) = 2 - (22 + y,y? + 2,0) = (222 + 2y, 2y + 22,0) - napt. pro (z,y,2) = (1,0,0).

Piiklad 2(d) L : R? — R*, L(z,y, 2) = (0,0,0,0)

7 definice Ize snadno ovéfit, Ze jde o linearni zobrazeni, jemuz odpovida matice

o O O O
o O O O
o O O O
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Dale ziejmé Ker L = R3. Z Véty 10.3 plyne, Ze 3 = dimKer L + dimIm L = 3 + dimIm L, tedy
dimIm L. Z toho plyne, ze Im L = {(0,0,0,0)}.

Priklad 2(e) L:R? - R, L(z,y) =z +y +3
Zobrazeni neni linearni, coz doklada naptiklad vektor (0,0) a skalar 2:

L(2-(0,0)) = L(0,0) =3 #6 =23 =2 L(0,0)

Priklad 2(f) L : R — R, L(z) = sinz + cosz
Zobrazeni neni linearni, coz doklada napfiklad vektor (0) a skalar 2:

L(2-0)=L(0) =sin0+cos0=1#2-1=2-(sin0+cos0) =2- L(0)

Piiklad 2(g) L : R3 - R3 L(z,y,2) = (3v +2y — 2,2v +y — 32,3y — 22)

3 2 -1
7 definice Ize snadno ukazat, ze L je linearni zobrazeni, jemuz odpovida matice | 2 1 -3
0 3 —2

VysetFeni jadra: podivejme se pro které vektory plati L(x,y, z) = 0. Dostavame soustavu:

3x+2y—2=0

20 +y—32=0
3y—22=0
z = 3z+2y

224y —9z -6y =0
3y—6x—4y =20

z = 3x+2y
—Trx—5y =0
—6z—y=0

Dostavame, Ze fesenim dané soustavy je pouze x =y = z = 0. Tedy Ker L = {(0,0,0)}. Z Véty 10.3
plyne, ze dimIm L = 3, tedy Im L = R3.

K determinantu: pozor na plusy a minusy - élen (—1)""! v definici determinantu

1 -8
Piiklad 3 (a) A =
3 -2

Matematika 3, 2024 /25 4



Pro determinant matice typu 2 x 2 funguje jednoduché ,kiizové pravidlo“ - nésobime uhlopricku
spojujici levy horni a pravy dolni roh a odeéteme od ni soucin prvku zbylé thlopticky. Tedy determinant

a b
matice jea-c—0b-d.
c
V naSem piipadé:

1 -8

=1-(—2)—(-8)-3=-2+24=22
MEMESRCOREY

Piiklad 3 (b) A =

— o
(==
_ o= O

Postupujme podle definice determinantu.

110
11 10 10

01 1/=1- +0- +1- =1-1-1-0)—0+1—-0-1=2

Lo g 0 1 01 11

Alternativné: vyuzijme pravidla pro determinant a ipravy matice - Véta 5.8 z 2. semestru.

110 1 0
01 1|~ 1
1 01 -1 1
Pak z Véty 5.8 z 2. semestru plyne nésledujici.
10 1 1 0
1 1
0112011:1-11:1+1:2
0 1 0 -1 1
2
Piiklad 3 (c) A =
0
288 4 4 8 8 8 8
1 4 4/=2- +1- . =2-(4-8)—-(8-16)+0=-8+8=0
09 1 2 1 2 1 4 4

Alternativné: opét pomoci Véty 5.8 z 2. semestru.

2 8 8 2
1 4 4/ =10 5.10 z 2.:semestru 2.0-1=0
0 2 1 0

N O

8
0
1
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Piiklad 3 (d) A =

S N =
= O W
w =

13 7
01 3 7 3 7
2 0 1|=1- —2. - = —4-2.(9-28)4+0=-4—2-(—19) = —4+38 =34
4 3 4 3 01
0 4 3
Alternativné:
13 7 1 3 7 6 13
9  1|°BEFIemestuly g 43 :1-‘ — _18+44-13=52—18 =34
0 4 3 0 4 3
1 -1 3 6
2 1 0
Priklad 3 (e) A=
0 3 1
2 2 -3
1 -1 3 6
41 0 13 6 13 6 ~1 3 6
2 4 1 0
=112 3 1]|-2-12 3 1|+0-/4 1 0]|-2-14 1 ol=
0 2 3 1
0 ~3 0 2 -3 0 2 -3 2 31
2 0 2 -3
() _ _
=) 1.(—38)—2-53—2-47 = —38 — 106 — 94 = —238
()
0
1 1 0
1|=4. —2. +0=4-(—9-2)—2-(-3-0) = —44+6 = —38
-3 2 -3
0 ~3
13 6
3 1 3 6
3 1]|=-1- —2. F0=—-1-(=9—2)—2(—9—12) = 11 + 42 = 53
2 -3 2 -3
~3
13 6
10 3 6 3 6
4 1 0/=-1- —4. +2. =—1-4-(3—-18)+2(—6) = —1+60— 12 = 47
) 5 g 31 31 10
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Alternativné:

1 -1 3 6 1 -1 3 6
6 —5 —12
2 4 1 0 5.8 z 2. semestru 0 6 -5 -12 =2 3 1 | =
0 3 1 0 2 3 1
2 -4 -15
2 2 =3 0 2 -4 -15
0 —-14 -15 1 15
5.8 z 2. semestru 9 3 1 1=-2. —_9. (14 .16 — 15 - 7) =
-7 -16
0 -7 -16

=-2.(224 - 105) = —2-119 = —238
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